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Chapitre | : Rappels mathematiques

. Calcul vectoriel
. Produit Scalaire
. Produit vectoriel

. Systemes usuels de coordonnés



1. Calcul vectoriel

d. Notions sur les vecteurs
® Les grandeurs physiques sont decomposeées en deux formes : scalaire et vectorielle.

® 1. Grandeur scalaire : _swolow ,l280

® Une grandeur scalaire est exprimée par une valeur numeérique suivie de l'unite
correspondante.

® Exemple: lalongueur, la masse, le volume la température ou les intervalles de
temps, .... Ces quantités sont appelees grandeurs scalaires.

2. Grandeur vectorielle : _scleub )laso
Segment de droite AB, ayant une origine A et une extremite B, défini par:
v Son origine (ou point d'application)
v/ Sa direction AP
v/ Son sens
‘/Sa norme (ou son module)

Exemple : le déplacement, la vitesse, la force, le champ électrique, ...



® Somme de vecteurs

est un autre vecteur S défini par:

e}

X
(0]

<l

v
F

=l

- La somme (ou la résultante) de deux vecteurs u et v

- Lasomme géométrique de plusieurs vecteurs :

1. Calcul vectoriel

Operations sur les vecteurs : asuwVl Jo> wldoc

® Différence de vecteurs

S= U+ vV =7v+1u. Donc c’est une opération commutative. /

=1

=4

La soustraction de vecteurs n’est pas commutative :

—_—
D=u—v # v—u.



Multiplication d'un vecteur par un scalaire

® Le produit d'un vecteur u par un scalaire o est un vecteur noté aii .
— — —
(a+B)u=o0u+pu

® Notons que deux vecteurs sont colineaires (parallele) si et seulement s'ils
sont proportionnels c'est-a-dire s'il existe un nombre o tel que

—

>
u=0ov

<l
&l



Composantes et norme d’un vecteur

® Soit A et B deux points dans un repere cartesien A(x,,Y,)etB(x,,y,) alorsle
vecteur AB pour coordonneées

< Xy-X,, Yp-Y, > OU bien: (yb—yb

® Le vecteur s'écrit
AB =(x,—x)T +(y,—y,) J=al+bj

—
® Lanorme oule module du vecteur AB s'ecrit

‘ﬁ‘=\/a2+b2




Vecteur unitaire da>¢J| gle

—_—
® Le vecteur unitaire du vecteur AB est le rapport de ce vecteur surle
module de celui-ci.

—

;o AB
H = a5 :

=



-2 Produit scalaire _swol_udl <[a=l

a/ Expression géometrique du Produit scalaire

® SiUetVsontdeux vecteurs faisant un angle géométrique 6, on appelle

produit scalaire et on note U . vV le nombre réel (scalaire) :
u.v = ||ull.||¥|| . cos O

® (C'est le produit du module de ||¥|| par la projection de u sur la direction

de v (J|ul| cos 9).



b/ Expression analytique du Produit scalaire
ol slaxl ad =l 6,Lsll

Siu=<X,Y,Z> etv=<X,Y,Z'> alors I'expression analytique du produit scalaire
Uu.V estdonné par:
U. v =XX"+YY' +Z27'
En effet,
(XT+YJ + 7k ).( XT+Y'] + Z'k) =XX' +YY' +ZZ’
Puisque :
1.7=7.7=k.k=1  etque [.j=].k=

&
~
I
=
—u
I
~
=
I
)



1-3/ Produit vectoriel scleudl szl

a- Expression geometrique du Produit vectoriel

Le produit vectoriel de deux vecteurs U et V,noté u A V, est un vecteur
perpendiculaire au plan formépar u et v et defini par:

<l

UA U = |ul.|v|.sin0.u

&l

-

plan




b/ Expression analytique du Produit vectoriel
UN V= (XL+Yy]+ zl_c))A(X'i)+ E z’l_{))
= (yZ'—zy) = (xZ' = X'2)] + (xy' = x'y)k

Tels que:




-Méthode matricielle :

I ] k
> J NEAVES N A
W=|x Z =1 /X/—] / / / /
, , , y Z X Z X Yy

X 'y Z

=(yz' —zy )i — (x2' = X'2)] + (xy' — x’y)l_c)



I-4 | Systemes usuels de coordonnées
a [ Coordonnees Cartesiennes

Z A
Y A Z pe
M
Y S M | /
9 Soa. Ly
] X i) : ) //
O 7 = «x > M
X
PV - - T —
OM = xt+y]j OM = xi+yJ +zk

dans le plan dans l'espace



b/ Coordonnees polaires

M (r,0) ) la base polaire est (€., € ).

—

OM =re.

Les coordonnees polaires sont liees aux coordonnees
cartésiennes par : AY

X =rcos 8 . r=+/x2 + y?2

y =rsin @ tan0=§

~y
@

~| vy




cosO i + sinf@7j
-sinf i +cosO7J




c /| Coordonnees cylindriques

M (r,0,z) mmmm) labasepolaire (¢ ,¢€q€,).

N




pr—

—

Le vecteur position en coordonnées cylindriques

est donné par:

oM

X=rcos 0

y=rsinf )

Z=17

= OH + HM

OM=re_+zez

Les coordonnées cylindriques sont liees aux coordonnees
cartésiennes :

Cr=/x% +y?

—

tan @ =2
X

L=7Z

Y




d / Coordonnees spheériques

M (r,0,¢) mmmm) Iabasesphérique est(ér, e,Es)




M (r,6, $) ‘ la base sphérique est (er, €o,€¢ ).

Les coordonnees sphériques sont liees aux coordonnées cartésiennes par:

— ——

x =0H cos @ X =rsin O cos @
- y=0OHsing avecOH = rsin© — y=rsin@sin®
z=rcos©O z=rcos©O

— —

Le vecteur position du point M dans la base sphérique est donné par :

—

OM =rer



Chapitre Il : Cinematique du point matériel

Généralités

Repérage d'un mobile

Expression du Vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes
Expression du Vecteur accélération en coordonnées cartésiennes
Expression du Vecteur vitesse en coordonnées polaires
Expression du Vecteur accélération en coordonnées polaires
Expression du Vecteur vitesse en coordonnées cylindriques

Expression du Vecteur accélération en coordonnées cylindriques

L oY oW H

Repere de Frenet



lI-1/ Géneralites

® Le mot cinéematique provient du mot grec « Cinema » qui veut dire mouvement.

® Lacinématique est I'etude du mouvement d'un solide, en determinant sa
osition, sa vitesse et son acceleration.
/

® Lacinematique est la partie de la mécanique qui etudie et décrit le mouvement
d'un objet consideré comme infiniment petit qu‘on appelle point matériel on le
note M, sa masse est m.



lI-2 / Repéerage d'un mobile

® L'ensemble des points decrit par le point M au cours du temps est appelé
trajectoire.

® Sur sa trajectoire le point M a une vitesse IV et une accélération a .

® Pour etudier le mouvement d’un point on se donne un repére et pour cela on
définit un référentiel ou un espace.




® On appelle repere un ensemble de points dont les distances sont invariables
au cours du temps ,on le caracterise generalement par un point o origine du
repére choisi conventionnellement et muni d’ une base orthonormeée.

® Pour definir la position d’un point dans l'espace un observateur utilisera un
repere, systeme de coordonnees qui lui est lie a une horloge pour mesurer
le temps

® Cerepere espace-temps est appelle referentiel



® Lereférentiel terrestre est le reférentiel le plus utilise : il est centré en un
point de la Terre, et ses axes sont liés a la rotation terrestre .

Le referentiel geocentrique a pour origine le centre de masse de la Terre et
ses axes sont définis par rapport a trois etoiles suffisamment lointaines pour
sembler immobiles. Ainsi, il n'est pas solidaire de la Terre dans son
mouvement de rotation autour de |'axe de ses pdles.

Le reférentiel de Kepler (ou héliocentrique) est le reférentiel centre sur le
centre de masse du Soleil et dont les axes sont paralleles a ceux du

referentiel de Copernic.
Référentiel Keper\
Soleil T > *

Terre

* Référentiel géocentrique



a/ Vecteur position

Le vecteur position est donné dans les différents systemes de coordonnée:
—_— -
Coordonnées cartésiennes OM = xi+vyJ + zk
4 . > -
Coordonnees polaires OM =re,
Coordonnées cylindriques OM =ré. +ze,

Coordonnées sphériques OM =re,



L'equation de la trajectoire

® Larelation mathematique qui relie les coordonnees indépendamment du temps
est appelee I'equation de la trajectoire y = f(x) ou r =f(©)

Exemple 'equation d’un cercle est : X2 +Y2 = R2

® Equation parametrique ou Equation horaire : ce sont les relations qui nous donnent
les distances en fonctions du temps

X=f(t) ; y=9g@) ; z=h(t);



b/ Vecteur vitesse

® Lavitesse est une grandeur vectorielle qui donne des informations sur
I’evolution de la position d’un point par rapport au temps, son unité m/s.

® Elle doit exprimer la direction instantanee du deplacement du point, le sens
du deplacement ainsi que I'amplitude de la variation de ce déplacement.

® Lavitesse est une grandeur vectorielle dont la direction est tangente a la
trajectoire.

Vitesse moyenne : c’est |la distance parcourue par unité de temps

A

V()

M1IMZ OM2 — OM1
t2—t1 At

M2

v




Vitesse instantanee : c'est la vitesse a un instant t, elle peut se définir comme
une vitesse moyenne entre la position M, du point a l'instant t et la position M
de ce méme point a l'instant (t + At) ou At représente une durée tres faible.

2

OM (t+At)— OM (t) dOM

V(t)=Ilim i ”

La vitesse moyenne d’'un point M tend vers la vitesse instantanée a la date t
lorsque At tend vers o. Lorsque M2 tend vers M1, la corde M1 M2 tend vers la
tangente a la trajectoire au point M d'ou le vecteur vitesse est un vecteur tangent
a la trajectoire au point considere.

Trajectoire du

y pomt A/




¢/ Vecteur acceleration

® Tout comme le vecteur vitesse nous renseigne sur la variation du vecteur

position par rapport au temps, le vecteur accéleration nous renseigne sur les
variations du vecteur vitesse par rapport au temps.

® Le vecteur accélération représente donc la dérivée premiere par rapport au
temps du vecteur vitesse ou bien la derivée seconde du vecteur position.

Vo8 AP AP L 4 d?0M
TestAt a7 T de . de?

-t At dt d



Les trois équations horaires, qui sont la position OM (t), la vitesse V (t) et
'accélération a (t), sont des fonctions au sens mathématique qui peuvent se
déduire les unes des autres par derivation et integration.

dérivation dérivation

l ¢

1 | 1 |

Intégration Intégration




lI- 3 /JExpression du Vecteur vitesse en coordonnees
cartesiennes

® Le vecteur vitesse en coordonnees cartésiennes est donne par:

Vi) = 1M = 2 (xi+ yj+2K)
dx dy > d -7
V)= =1 d—y] -
V)=V, 1,V,],V,k V)= Xi.Yj,.Zk

® La base cartésienne etant une base fixe au cours du temps, ses vecteurs

unitaires sont donc indépendants du temps et leur dérivee par rapport au
temps est nulle.



lI-4/Expression du Vecteur acceleration en coordonnées
cartésiennes

® Le vecteur accéleration en coordonnees cartésiennes est donne par:

. AV d,, >\, o T
a(t) = E = a(vx 1+ Vy]+Vz k)

La base cartésienne étant une base fixe au cours du temps, ses vecteurs
unitaires sont donc indépendants du temps et leur derivée par rapport au
temps est nulle.

at)= alaJ,a,k  3t)= X7 +VJ+Zk



lI-5/ Expression du Vecteur vitesse en coordonnees

polaires
¢ V(t) = dg—tM avec OM en Coordonnées polaires OM = re,

= d , .o d -
¢ V(t)=a(rer)=r e, +raer

Rappel mathematique:

Regle de dérivation d'une fonction composee :

Siona f=f(y)ety=f(x)alorsona:

df _df dy
dx dy  dx

Dans notre cas y estI'angle O et xreprésente le temps.



d -
Donc:—e =—e..— =0 —e Avec :

dt " do " dt ag '
- - . g dé>7' . - - -
e =cosf i +sinfj ; d9=-51n91+c059]=ee
= . H_’ 0—) . dée__ 0_’ . 9—>_ -
€o=-Sinf i +cosfj ; —F==-cosfi-sinfj=-¢
d - N > d - 5
Ee;@ee et Eee=—96r

Et donc I'expression de la vitesse en coordonnées polaires Devient :

o d - .« d -
V(t)—g(rer)-r e tr—e,

Vt)=7 €. +rfe,



lI-6/Expression du Vecteur acceleration en coordonnees
polaires

R v d,. -
®at)= — =E(re

+ -
m réeg)

r

- oo = .d o N - N o - d 5
® —_ —_ —_—
a(t)—rer+rdter+r069+r0ee+r9 — €9

®At)=(# -rB2)é. +(27r0 +rb)é,



[1-7 Expressions des vecteurs de position et vitesse en
coordonnees cylindriques :

® vecteur position: OM=re.+ze, oue, =k

—_—

doM

vecteur vitesse: V(t) = —

7 d - T . > d - .7
- V(t)=a(r.er+zk)=re, +raer+zk

- N = d -
avec : e,=0e; et —eé;=—0¢

r

Donc I'expression de la vitesse en coordonnees cylindriques est :

Vit)=78 +r0é,+2k



Vecteur acceleration:

- av d,. - N o e . d 5 Y T n o
= = + = +17—e, + +
aft)= — =—(1 ¢, rleg)=re +71 €T Oeg+rleg

- d > 71
+rf —eg+zZ k
dt

A(t)=(# -r2)8 + (276 + rd )8, + sk



[1-9 /Repere de Frenet

C’est un repere mobile orthonormé (M, 7, N)

T étant un vecteur unitaire tangent a la trajectoire

N étant un vecteur unitaire normal a la trajectoire, dirigée vers le centre de courbure de la trajectoire.
En tout point de la trajectoire , on peut définir un cercle( localement une portion de courbe, ressemble
toujours, plus ou moins a un cercle) , de rayon R , rayon de courbure de la trajectoire.

—
&l estdirigé vers l'intérieur de la trajectoire



dv _ _
dr = 77 &t la valeur de l'accelération tangentielle,
® Elle peut étre positive, négative ou nulle.

®a.n = V2/R estlavaleur de I'accélération normale.
N

® Elle peut étre positive ou nulle.

® R est le rayon de courbure de la trajectoire.

*d=a, . d d’ou a?=a7° + a?



Chapitre Il : Etude des mouvements usuels

Mouvement rectiligne

Mouvement rectiligne uniforme (MRU)
Mouvement rectiligne uniformément varié (MRUV)
Mouvement circulaire

Mouvement circulaire uniforme

Mouvement circulaire uniformément varié
Mouvement rectiligne sinusoidal

N OV P W N R

Mouvement parabolique



Mouvements Rectilignes :(4aiicall &S al)

Un point matériel M est en mouvement rectiligne si sa trajectoire est une droite dans le référentiel

(0,7,7, k) confondue sur un seul axe de cette référence ou s’effectue le mouvement de point M. Donc

nous n’avons besoin que d’un seul parametre pour definir la position du point M (ox par exemple)

1-1- Mouvement rectiligne uniforme (MRU) : (dakiiiall daficall 45 jall)

Un point matériel est en mouvement rectiligne uniforme si sa trajectoire est une droite et son vecteur vitesse

. Sv s - d
constant V=V,=X = constante, donc son vecteur accélération est nul (a = d—: =0).



Equation horaire du mouvement:

on choisit I’axe OX comme repere rectiligne.

On a: V=V,=X = constante donc V (t) = V,1

dx X t
—>V=V0=——>dx=V0dt$fx=jV0dt

= x(t) = Vot + x¢ estl’équation horaire du mouvement rectiligne uniforme.

Avec x, est une constante d’intégration qui se détermine a partir des conditions
initiales.



Diagrammes du mouvement 4S _jall cilakai

- 'accélération : a = 0 m/s?, - la vitesse : V=V, = cste

V(t)

et le déplacement en fonction du temps : x(t) = Vot + x

V = cste

v

x(t)

V<o



Mouvement rectiligne uniformement varie (MRUV)

(pUail & .50l dogdioll &S,=JI)

® Le mouvement d'un point materiel est rectiligne uniformement varie si sa

trajectoire est une droite et son accélération est constante. @ = a7 = cste

® En considérant les conditions initiales (t=0, V(0)= 1/ ).

.—>_d_‘7 7 - vV = __ t -
d= dt:dV—aoldt:fVOdV—fO aol dt

°* V() = (agt + V)i

® On obtient alors I'équation de la vitesse instantanée : V(t) = (ag t + Vp)



Equation horaire du mouvement :

® Sion prend aussi les conditions initiales (pour t=0, x(0) = x, et V(o) = V).

dx(t)

f dx(t) —f V(t)dt

et partant de I'équation : V(t) =
— fot(ao t + Vo)dt

® L'équation horaire estdonc: x(t) = (% aot? + Vot + x¢)

(a = ay= cste
V(t) = (ap t +Vp)

Donc les équations du MRUV : < .
k.X'(t) — antz + Vot + X0




Le mouvement rectiligne uniformement varie est soit accelere ou déecelére (retarde).
Le mouvement est uniformément accéléré sile produit scalaire v.a >o est positif
Le mouvement est uniformément décéléré sile produit scalaire U.d <o est négatif
Le signe de I'accélération a ne suffit pas.

Il est possible d’obtenir une relation entre position, vitesse et accélération
independamment du temps.

V=a t+v,=>t=(v-v,)/a,

® Enremplagant t par son expression dans l'equation horaire x(t) on obtient :

28, (X=X, ) = Vf - 1§



Mouvement circulalre

Dans un mouvement circulaire la trajectoire du point M est un cercle de
centre O, et de rayonr, il est logique de choisir l'origine du repere le centre
O du cercle, le systeme de coordonnés polaires est bien adapté pour ce type
de mouvement.

Avec r=constante et0=1(t) " ;

Les équations du mouvement s'écrivent :

OM =re,
7 d - d - N 2
V(t)=a(rer)=raer=r6?ee —

at)=-rB2 é +rb é,




Comparaison entre les deux expressions de l’'accélération du MC dans la
base de Frenet et dans la base polaire.
Repérede Frenet: d = ar.T + ay.N

__dv _ v? I T R
ar =— etay =— Avec: N = —e, et T = eg

MC base polaire: @ = ROeg — R6%e,

Par identification :

ar = RO et ay = RO?

orV = Rfeg = Rweg etV = Rw > w =

x| <




Mouvement circulaire uniforme

® Le mouvement circulaire est uniforme si la vitesse angulaire est une constante w = 0 = Cste

—

— v
OM =re,
V(it) =rfeg =rweg R ;
o - 0
a=-rf%e,
On peut écrire aussi : w=0=Cste = 6 =wt+6, =0t+6,

la vitesse angulaire w étant constante ,la composante tangentielle du vecteur accéleration est
nulle , il ne reste que la composante normale, c'est elle qui « fait tourner » c'est-a-dire que la
composante normale nous renseigne sur les variations de la direction du vecteur vitesse et
non de sa norme , qui est fixe , donc méme si le mouvement est uniforme ( V et w sont
constants) cette accélération existe nécessairement.



Mouvement circulaire uniformément varié

® Le mouvement circulaire est uniformément varié si l'accélération angulaire est une
constante 0 =Cste

(OM = RE
{V = dg—fz Rddi’”:Rée_e’ oU 0=0t+8,
| d = —R6%; + Rbey

1 o0 [ ]
—— 2
0=26,t2+6,t+6,
® Le mouvement circulaire uniformement varie est soit accelere ou retarde.

® MCUA sile produit scalaire 8.6 >0
® MCUR sile produit scalaire 6 .6 <o



3. Mouvement Rectiligne Sinusoidal
U Qousiauoll as =i

® Le mouvement d'un point matériel est rectiligne sinusoidal si son équation
horaire peut s'écrire sous la forme : x(t) = X,,, sin(wt + @)

ou x(t) = X,,, cos(wt + @)
® X,n: Amplitude ou elongation maximale.

® X:Elongation ou abscisse instantanée, elle varie entre deux valeurs
extrémes —X,,, et + X,,,.

® w : Pulsation du mouvement, son unité est le radian/seconde.
. . h . . " | L] I | d-
@: Phase initiale son unite est le radian.

® (wt+ @) : Phase instantanée, son unite est le radian.



La vitesse : En dérivant I'équation horaire on obtient I'expression de la vitesse instantanée :

v(t) = dx—(t) = x(t) = wX,, cos(wt + @)

Cette vitesse varie entre deux valeurs extrémes : + wX,,

L'accélération : En dérivant I'équation de la vitesse on obtient I'expression de I'accélération instantanée :

a(t) =E2 = #(t) = —w?X,, sin(wt + )
X(t) = —w?x(t) d'ou X(t) + w?x(t) =0

La périodeT est l'intervalle de temps constant qui sépare deux passages consécutifs du mobile au méme
point.

Un mouvement est donc dit périodique, lorsqu’il se répéte a lI'identique, a des intervalles de temps
identiques (la période).

De l'instanttat + T la phase a augmenté de 2 et conserve sa valeur c'est-a-dire :

W[t+T)+@] = Wt+o+2m = WT=2m1 = T = ZW“ ( secondes)

, _ 1
La fréquence f est le nombre d'oscillations en une seconde f = - (hertz)

Onendéduitque: W = 2mtf



21 :
Avec: @ = I est la pulsation

T . période du mouvement en seconde

1 , -
f = - estla fréquence de pulsation en Hertz

Exemple : Masse accroche a un ressort

Equation differentielle du mvt ;

(t) = —wx(t) » i + w'x =0




Mouvement parabolique: mouvement d'un projectile
(aui9 as,>)

®On lance un projectile M dans l'air avec une vitesse

initiale 170 faisant un anglea avec I'horizontale (0x), son
mouvement s'effectue dans le plan (xoy), sa trajectoire
est parabolique.

® Pour étudier le mouvement de M, on détermine : son
acceleration, sa vitesse, sa position et sa trajectoire

y=f(x).



On decompose le mouvement de M suivant les deux axes ox et oy :

Selon ox:
'accélération a, = 0=V, = cste=>x(t) = Vy, t + xg
le MRU suiant ox.
1
Selon oy : I'accélération a,, = —g=y(t) = Eatz + Vo, t + Yo
le MRUV suiant oy.

A
Y

N I AV .
M decelere crote

]

-
~|
x|
ik /



eLes équations horaires du mouvement :

Selon oy :

Selon ox :
" %
ax=x=0=)d—:=()=) de= ay=y=_gﬁﬁ=_g
=V, = cste = (; J
= | dI] =J—gdt =V, (t) =—gt+C,
V., =V, cosa , YVt g g

At=o, C, = V,(0) = V si
EtV, = 2 = [ dx = [ Vdt 0 €2 =1y(0) = Vo sina

= = — 1
= x(t) =V, cosa .t + x; V)’(t) gt +Vysina

. e _dy _
A partir des conditions initiales : EtV, =7 = [ dy = [dt

t =0: V,(0) =Vycosaetx, =0.

1
=y(t) = —Egt2 + V, sina t+ y,

Donc: x(t) =V cosa.t £ =0: yg =0

Donc: Y(t) = —%gt2 +Vysina.t



Donc les équations horaires du Mvt sont :

([ x(t) =Vycosat V, =V, cos a 0
° < 1 I V Et C_i
\y(t) =—-gt’+Vysinat V,(t) = —gt +V, sina —g

® L'équation de la trajectoire est obtenue en éliminant le temps :y = f(x)

X

® Ona:x(t) =V, CosaQt=>t = ——
0

® Onremplace t dans I'équation de y(t) :

o _ 1 X 2 :

y(t) - Zg(VO coS a) +V0 Sin Vo cos a
° _ 9 2

y(t) = > Vozcoszax +tana.x

® Sousformede:y(t) = Ax? + Bx c'est I'équation d’'une parabole.



L'altitude maximale h: V,(t,) = 0, ou t,, : le temps de pointe.

__ Vo sina

Vy(tp) = —gty, +Vpsina =0=t, =

Vo Sina)z n (Vy sina)?

h=y(tp)=-%gt§+Vosinatp=-%g( p p

h = (Vg sina)?
29
Le temps pour lequel le projectile atteint le point | :

y(t;) =0=— %gtIZ+VOSinatl =0

t{ =0 (origine)
2 Vp si >t =
fy = 2o ="

2V sina

t,(— %gt,+Vosina)=o=>




Calcul de la portée X; :

2 Vg sina
9

On remplace t,dans x(t) : x(t;) = Vycosat; =V,cosa

2V¢ cos a sina
g

x(ty) =

V¢ sin2a
g

ona:2cosasina = sin2a,alors: X; =

Calcul de I'angle de tir pour lequel la portée X, est maximale :

V¢ sin2a
g

. . TT T
X = estmaxsi: sin 2a = 1=2a =-=a =7



Mouvement relatif
Un mouvement est dit absolu s'il est defini par rapport a un repéere ou un
reférentiel absolu. Un repere absolu est un repere qui est au repos absolu
dans l'univers. La terre est en mecanique un bon repére absolu.

Un mouvement est dit relatif s’il est defini par rapport a un repere ou un
referentiel relatif. Un repere relatif est un repere qui bouge dans l'univers.

Soit un point M en mouvement par rapport a un repere mobile
R'(O', X', ¥', ') qui est lui-méme en mouvement par rapport a un repere fixe
R (O, %, Y, z).

Le mouvement d’entrainement est le mouvement de R’ par rapport a R
(R'/R).




.] !-I

z
ZI
k K
1 > > v = »
o [
/ R
X Repeére fixe R X'

1/La position :

La position de M par rapport au repere fixe R est dite position absolue :
OM = xi+yj+7zk

La position relative est la position de M par rapport au repere mobile R’ :

P v

Repére mobile R’




2/La vitesse :(Loi de composition de vitesse)

— doM d, . -,
Va = F = a(XH‘ Y]+Zk)
7o dxe dve dzp
Va—dt1+ ]+dtk

Or:0M =00+ 0'M

. . = dOM _ doo’ do'M
La vitesse absolue devient: V, = = +
dt dt  dt

— doo’ dx’ dy' 7 dz' 73 d o ,d o d 7
V, = + — —k X —i — 7 — k'
a dt dt +dt] t dt +ydt] dt

La vitesse absolue est composee de la vitesse d’ entrainement V, . et de la vitesse relative V tel que :

Vo=V +V;



R' est en mouvement par rapport a R: ce mouvement peut étre décomposé en un

mouvement de translation de R’ par rapport a R caractérisé par la vitesse V(O )|R de
I'origine O’ par rapport a R et un mouvement de rotation de R’ par rapport a R caractérisé

—_—

par un vecteur de de rotation QR,/

= dOO’
Ve =

+x —l +y'— L5 +z —k’ V(O’)|R+QR,/ A OM (Formule de Varignon)

V, =i+ 2+ 2k =V (M)/R

La vitesse d’entrainement Vg est la vitesse du repere R’ par rapport au repere fixe R.

® Lavitesse relative 7; est la vitesse de M par rapport au repére mobile R’.

_

doo’
dt

® Avec: Va)(o’) = represente la vitesse absolue de o'/R.

-

S1 R’ est en translation par rapport a R alors Qrr/ /. =0 et Ve) = V(O’)|R



i - 5 - .« >
* Encoordonnees cylindriques ona: V(t)=re, +rfeg+ze,

= - 5 . > -

° V,=rféeg V.= 7e +zZée,

—

—_— B — .
o _ 2 - . >
Vo =V, +V, =re+rbeg+ze,

L'accélération absolue est I'accélération de M par rapport au repeére fixe R :

dV d%oM
5(‘[:) = = >
dt dt
S d200’ ,d%i’ -, 4%, d%k dx' di’ dy’ dj’ dz dk'1  [a2x' = d2 v a2z =
O L | |+ .
© [ dt? + dt? ty dt? tz dt? + dt dt dt dt dt dt dt2 dt2] + dt?

On constate que cette accélération est composée d'une accélération relative a,.,
d'une accélération d’entrainement a, et d'une accélération de Coriolis a, .

a(t) =a, +a, +a,



—_—

. [a?x"z a2y’ a2
a, = i+ =2 i+ '¢
| dt? dt? dt?
. [azoo’ azi’ dzj’ d2kr
Qo =|—5 +X—=S+y —5+72—
dt dt dt dt

— dx'di’  dy'dj’ dz'dk'
oGt e ]
dt dt dt dt dt dt

En coordonnées cylindriquesona: a(t) = (¥ - r E Yer + (20 + r0) 59 +7 €z

Avec: a(t)=a, +a, +a,
a,=tfer +7ez

(X} 6 d -
o =rBeg-rf2er

2i0 85 =20 (R/R) A V,)



® Si R’ est en translation par rapport a R alors

—

Qriy =0 et V, =V(0)|R

a,=0 eta, =a(0")|R
Si la translation est rectiligne uniforme on a:

V(0")|R =Cste etd(0")|[R=a, =0



Chapitre IV : Dynamique

. Introduction

. Systemes étudiés et actions mécaniques

. Différents types de forces

. Lois de Newton

. 1éere |loi de Newton (Principe d’inertie)

. 2eme loi de Newton (Principe fondamentale de la dynamique)

. 3eme loi de Newton (Principe des actions réciproques



Chapitre IV : Dynamique

3. Application (le pendule simple)

Q. Moment d’une force

10.Moment cinétique

11.Théoreme du moment cinetique (TMCQ)

12.Analogie entre grandeurs de translation et de rotation



Introduction

® Lacinématique du point a permis de décrire le mouvement d’un objet, sans
s'occuper des causes, c'est la dynamique qui permet de relier le mouvement

a ses causes.

® Newton a etabli les lois fondamentales de la dynamique, notamment une loi
(la 2¢™e) reliant force et accélération, en d’autres termes elle permet de relier

des grandeurs dynamiques (forces) a une grandeur cinématique
(I'acceleration).



differents types de forces

® Il existe deux grandes categories de forces :

® Forces d'interaction a distance ex: forces de gravitation le poids, force
electromagnetiques......

® Forces de contact ex: forces de frottement, tension d'un fil, réaction d'un
support ......



poids d’un point matéeriel

Le poids d'un corps, de masse m, correspond principalement a la
force d'attraction gravitationnelle qu’exerce la terre sur lui .

Un point matériel M de masse m est soumis a son poids p, force verticale et
dirigee vers le bas, de norme p =mg

P=mg

champ de pesanteur g =9,81m/s2

LamasseenKg poids en Newton



forces de contact

Action du support sur lequel repose le systeme R, ou réaction normale.
Force de frottement solide entre le systeme et le support.

Force de frottement visqueux avec un fluide (gaz ou liquide).

Force de rappel d'un ressort

Tension d'un fil



Force de Frottement

® Ladeuxiéme loi nous dit qu’il faut une force pour décélérer le mouvement : c’est la force de
frottement.

® Ily a deux formes principales de frottements :

e [e frottement cinétique qui s‘oppose a un mouvement déja établi.

Fg=uc Ry

e |e frottement statique qui empéche un mouvement de démarrer.

Ff =ps Ry

L'origine du frottement est l'interaction eélectromagnétique des atomes qui forment les solides, les
liquides et les gaz.



Exemples de Coefficients de frottement statique
et cinétique

Acier sur glace

Acier sur acier 0,6 0,4
Bois Sur Bois 0,5 0,3
Teflon Sur Acier 0,04 0,04
Chaussure Sur glace 0,1 0,05

Pneu de voiture sur béton sec 1,0 0,7



lois de Newton

Les principes ou lois ne se demontrent pas, c’est a partir de ['observation d'un
grand nombre d‘expériences que le physicien est amene a enoncer une loi qui
restera valide tant qu’une autre expérience ne la remettra pas en question.

La mécanique classique est construite a partir de trois lois que Newton a énoncees.
Un systeme materiel est un ensemble de points matériels.

Un systeme materiel est isolé, s'il n‘existe aucune action venant de |'extérieur et
exercant sur le systeme exemple : un cosmonaute dans 'espace

Un systeme materiel est pseudo-isole si les actions exterieures qui agissent sur le
systeme se compensent (tout se passe comme si le systeme était isol€),ainsi sur
terre, un systeme ne peut étre rigoureusement isole puisqu'il subit
obligatoirement |'action de son poids.



vecteur quantité de mouvement

N

Le vecteur quantite de mouvement note P d'un point matériel de masse m se
—

déplacant avec une vitesse V. Dans un referentiel donne est defini par:

— —

P = mYV



1°"¢ loi de Newton (Principe d’inertie)

Dans un réferentiel galileen (R), un systeme mecanique isolé ou pseudo-isole est
soit au repos soit en mouvement rectiligne uniforme.

—

V=Ctt = P=m V=Cte = % =0 ; V=C% =V_ ou V= o(objetau repos)

Ce principe conduit a la loi de conservation de la quantitée de mouvement totale
d'un systeme isolé ou pseudo-isole :
- —>I — — —
P =P = mV, = m,V,=m,V,
De cette premiere loi découle le principe fondamental de la statique :
YF =0

2 2



1]
I
-]}

® Siunsystéme est en équilibre, alorsV =oetd =0 =2 )

® Cependant l'inverse n‘estpasvrai: si ),F =0 = le systeme est soit au
repos ,soit en mouvement rectiligne uniforme ( V = Cste ),



2eme loi de Newton (Principe fondamental de la
dynamique)

Des qu’un systeme subit des actions provenant de |'extérieur, il n'est plus isole,
les consequences sont une modification du mouvement qui se manifeste par

une variation du vecteur quantité de mouvement qui ne se conserve plus.

= dP d, = dv S
ZFextza =E(mVG)=md—tG = Mdg

ZFext = rnC_iG



3¢™e |oi de Newton (Principe des actions
réciproques)

Soient deux systemes S, et S, eninteraction( a distance ou par contact)

A chaque fois qu’un systeme S, exerce une action (une force) F__, surun

S
systeme S, , alors le systeme S_exerce une action (une force) F,_ surle
systemeS..

-

Ces forces sont egales et opposees : F. =-F

1-2 2-1



Application (le pendule simple)

Un pendule simple est constitue d’'une masse m considéree ponctuelle fixee
a I'extrémite libre d’un fil de longueur |, on écarte la masse de sa position

initiale d'un angle Bo, et on la lache sans vitesse initiale, on néglige les

frottements de l'air. g >




En utilisant le principe fondamental de la dynamique, determinons I'equation
horaire du mouvement du pendule.

D'apresle PFD ona: >F .. =mdg
En projetant sur la base polaire onaura: Tog
mgcosO®—-T = ma¥e, | %

-mgsin® = ma¢,

® Onsait qu'en coordonnées polaires, I'accélération est donnée pour un
mouvement circulaire (r=Cste)

at)=-rB2 8 +r0 é,
® Avecr=1, et en combinant les deux équations on obtient :

é+%sin9=o



® Le pendule est un oscillateur harmonique si I'angle 6 est suffisamment petit
pourque sinf =0, I'equation différentielle obtenue pourra alors étre

linéarisee .
0 + % 6=o0
On pose / = W (pulsation)
6 + W20 =0 L'équation du mouvement du pendule est alors une équation

difféerentielle du second ordre sans second membre, elle admet pour solution :

O(t) = A, coswt + A, sinwt



Les oscillations sont sinusoidales (oscillateur harmonique non amorti) caron a
neglige les frottements de l'air.

Les constantes A, et A, sont des constantes d'integration que I'on determine
a partir des conditions initiales.

®at=o, O(t) =06, =A,cos0+A,sin0 = A =0,

®at=o, V(t)=V,=0=-A,sin0 + Ajcos0=0 = A =o0

2

)

O(t) =06, coswt

la période est donnée par :

T, =27 = on, /L

Lo i




Moment d’une force

® Il est possible de donner une autre forme au principe fondamentale de |a
dynamique en introduisant une nouvelle grandeur cinématique interessante,
lorsqu’un systeme (point matériel) tourne autour d’un point ou un axe « le
moment d'une force ».

* e moment d'une force F par rapport a un point O ou unaxe A exprime
I'aptitude de cette force a produire une rotation autour du point O ou de I'axe A
passant par O

® L'expression du moment d'une force est donne par le produit vectoriel du
vecteur position OM et la force F



M _(F)= OM A F
M, (F)= OM.F.sina i

® L'unité du moment d'une force est le N.m
® Un corps est en equilibre et au repos si
® la somme des forces qui lui sont appliquées est nulle

® Lasomme des moments des forces appliquées est nulle

® lavitesse du corps est nulle



Moment cinétique

On appelle moment cinétique note fo ou fA du point M en rotation autour d'un
point O ou autour de I'axe A passant par O, le moment de sa quantité de
mouvement.

L = OM A m\_)/

(0]

L'unité du moment cinétique Kg.m=2.5



En coordonnees polaires on obtient :

g - . > LN
L, = reeAm(r e, +r0eg)

1 - .« o - 5 >
L, = reAm7 e +re.Amr0eg

Z = mrzél_(>

0]

-

[ =Jw

On appelle la quantitée J=mr? le moment d’inertie.

Il décrit la répartition de la masse dans l'espace.




Theoreme du moment cinetique (TMC)

d - — -
2 (L) =IM,(®
Deémonstration:

-

L =WA ml7

o)

On dérive cette expression par rapport au temps :

E(Lo) —d—(OM/\ mV)
d -~ d —— S AV 2L
E(Lo) =aOMA mV +0MAEmV
d — R — - g T
d_t(Lo) = OM AN ma = OM A ZFext =ZM0(F)
d



Analogie entre grandeurs de translation et de
rotation

Vitesse linéaire V
Accélération a’
F

Masse(inertie) M
Quantité de mouvement B 7
- o

Energie Cinétique 1
- - : "

Vitesse angulaire

Accélération angulaire

Moment de force

Moment d’inertie

Moment cinétique

Energie Cinétique



Chapitre V : Travail, Puissance & énergie

1. Geénéralités
2. Travail d'une force
3. Puissance d'une force

4. Energie



ChapitreV Travalil, Puissance & énergie

® L'energie est une grandeur fondamentale de la physique, qui permet de
resoudre certains problemes de la mécanique du point par une equation
scalaire que |'on pouvait resoudre aussi par la forme vectorielle du principe

fondamental de la dynamique.



Travail d’une force

® Une force qui modifie le mouvement d'un objet qui etait initialement au repos,
ou provoque sa deformation travaille, le travail d’une force exprime donc I'effort
qu'il faut fournir pour deplacer un objet. On le note W du mot anglais work.

® On appelle travail élémentaire de la force F pendant la durée dt, le produit
scalaire de cette force par le deplacement elementaire dl note aussi dOM

Sw = F. di



On peut l'exprimer autrement, comme la vitesse est la derivee du deplacement par
rapport au temps

doM dl — o
= donc dl =V dt
dt  dt

V=

—>

Sw = F. dl=F. V.dt

—_
le travail de la force F le long d'un trajet AB ou (courbe C) est egale a la somme
des travaux elementaires.



Travail d'une force constante sur un deplacement
rectiligne

Le travail de la force sur le deplacement AB est donne par le produit scalaire
de cette force par le deplacement AB. Unite: N.m , 1N.m =1 joule

-

W(F) = J, F.dl=F [, di

W(F), 5 = F.AB=F.AB.cosa



T

e travail est moteur le travail est nul le travail est résistant

W >o (a<§) W=o(a=§) W<o(a>§)



Travail d'une force constante sur un déeplacement
quelconque.

® Prenons comme exemple de travail d'une force constante, le travail du
I/
poids.

® Soit un point materiel M de masse m,il est donc soumis a son poids p qui
est une force constante durant le temps .

® Le travail du poids sur un deplacement AB est donc le produit scalaire du
poids P = mg par le vecteur déplacement AB .



—

B—)

W(P), 5 = [} P.di=P [ di=P.AB=P.AB. cosa

A A

I_’).E=(oi’+o]—’-mgl_{)). (X, - X, ) T+(Yy - V,) ] +(2, -za)E

- —

P.AB=-mg(z,-z,) = -mgAh



® Ladifference d'altitude entre le point A et B est donne par:
®Ah=z -2, En remarquant que AB.cosa=2z, -z,
® P.4B = -mg(z, -z,) = -mgAh=mg.AB. cosa

On constate que le travail du poids ne depend pas du chemin suivi, mais depend
seulement de la difference d‘altitude entre le point de depart A et le point d’arrivee
B, on dit que le poids est une force conservative.

® Sile point M monte, Ah >0, le travail est negatif, on dit qu’il est reésistant.

® Sile point M descend, Ah <o, le travail est positif, on dit qu’il est moteur.



Travail d’une force variable sur un déplacement
quelconque.

Prenons comme exemple de force variable la force elastique T, ou la tension
—d -
d'un ressort qui varie avec I'état d'etirement x de celui-ci. T = -Kx1

Le travail de la tension du ressort d'une position A a une position B est donne :

= B= —3 (B= —— _ (B Xb
W(T) 45 =J, T.dl=f, T.dx=J —Kx.dx =-KJ, x.dx

V_V(?)A_B = %[(xé -%Kﬁcg



Forces conservatives FC

Toutes les forces dont le travail ne dépend pas du chemin suivi:

Travail du poids
Travail de la tension d’un ressort

Travail d’une force constante en norme et en direction



Forces non conservatives FNC

® Toutes les forces dont le travail depend du chemin suivi:

® Forces de frottement



Puissance d’une force

® La puissance d'une force nous renseigne sur la rapidite avec laquelle le
travail de cette force est effectue.

® Un méme travail, peut donc étre realisé plus ou moins rapidement.
® La puissance moyenne est donnée par le rapport du travail effectue pendant

une durée At :

w

P =—
m At

L'unite de la puissance est le watt, il correspond a un travail de 1 joule effectue
en 1 seconde.



® La puissance instantanée correspond au travail effectué par la force pendant
la durée élémentaire dt .

sSw F.dl = =
= =F. V
dt dt

P(t) =

On peut etablir une relation entre le travail et la puissance d’'une force:

* W(F), 5 =26W=f55w

* W(F),p=[, F.d

* W(F), = [ FV.dt=["Pdt



Energie
L'energie est une grandeur scalaire qui permet de resoudre de
nombreux problemes de dynamique, on distingue trois types
d‘énergie :

® Energie cinétique

C'est I'énergie liee au mouvement et donc a la vitesse V

E.=,mV>

Le théoreme de I'énergie cinéetique est donne par:

1 1 P
EmVlz, 'Emvczl =EC(B) 'EC(A) =AEc =ZWA—B(Fext)



Le theoreme de I'énergie cinétique

La variation de l'energie cinetique d‘un point matériel, soumis a un
ensemble de forces extérieures entre une position A et une position B
est egale a la somme des travaux de toutes ces forces ( conservatives
et non conservatives).



Démonstration :

donc  di=Vdt




Energie potentielle
L'energie potentielle est I'energie liee a la position .

Le travail d'une force conservative ne dépend pas du chemin suivi mais
uniquement de l'etat initial (A) et final (B), ce travail peut s'exprimer a partir
d‘une fonction Ep appellee energie potentielle.

Le theoreme de I'energie potentielle est donne par:
E,(B) -E,(A) =AE, ==X W, 5 (F)

La variation de I'energie potentielle entre deux points A et B est egale a
'oppose du travail des forces conservatives entre ces deux points.

Energie potentielle de pesanteur: E,; =mgh=-W, (P)

Energie potentielle elastique : E . = % KAl=-W, o (T)




Energie mécanique

® L'énergie mécanique d'un systeme est egale a la somme des énergies
cinétique et potentielle de ce systeme.

E . ..= E + Ep
® Lethéoreme de I'énergie mécanique est donné par:

AE = Emec(B) — Emec(A) = Z WA_B (FNC )

® Lavariation de I'energie mecanique entre deux points A et B est égale a la
somme des travaux des forces non conservatives entre ces deux points.

Démonstration:

Le théoreme de l'energie cinétique (TEC) nousdonne: AE =) W, g (Fext )



AE. =YW, 5 (Fo) + T W, 5 (Fyc)=E (B) -E.(A)

Or E,(B) -E,(A) =AE, ==X W, 4 (F,)
Donc E,(A) -E,(B) = X W, 5 (F,)
D'oU: AE. =E.(B) -E.(A)=E,(A) -E,(B) + T W, 5 (Fyc)

YW, g (Fyc) = Ec(B) -Ec(A) +E, (B) - E,(A)
YW, g (Fye) = AE. , AE, = AE

® Sile systeme est conservatif ouisolé, alors il y a conservation de I'eénergie
meécanique :

AE. , AE = AE=o0

Donc on peut dire que si un systeme est conservatif c'est-a-dire que s'il n'est soumis
qu’a des forces conservatives ou qui ne travaillent pas, alors la variation de I'énergie
meécanique de ce systeme est nulle.



