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Corrige TD 2 P1 ingénieur (Cinematique du point
mateériel)

Exercice 1/

r(t) = et
(tens,r en metre et 6 en rad)
o(t) =t

1. (é,,ép) enfonction de (7, )).

Par projection on obtient :

é,=cosfi+sinbj
é

p=—sinfi+cosfj
2. Le vecteur position OM en coordonnées polaires.
En coordonnées polaires : OM =1ré, = e'é,

3. Le vecteur vitesse V et son module :
« Le vecteur vitesse V :

— dOM R 5 'i"=et . - £, N
V=——=r7e, +re, :>{;) ., et0=1 =V =e"(e +¢ey
dt e, = fey r

e Le Module: ||7|| = et‘/l2 +1% =etV2

4. Le vecteur accélération d et son module

N hompims = . T _ dOM .. 25 . “ o
o Le vecteur accélérationd: V =—== (i —r8")e_+ (276 + r6)é,
#=e i > t t\3 t> t3
=>{; ., et 0=0=a=(e"—e")e, +2e'e, =2eey
eg = —0Oe,

Le Module :||@]| = (2et)* = 2¢"

5. Déduire le vecteur position OM en coordonnées cartésiennes.

x=rcosf = etcost

ﬁ—)z 7 _)= t 2> . -
y=TSin9=etsint OM =xt+yj e‘(costi+sintj)

On a: {
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Exercice 2/
Solution/

#=3cos2tT+ 3sin2t]+ (8¢t — 4)k
Le vecteur vitesse est un vecteur tangent a la courbe (la trajectoire).

Le vecteur unitaire qui est tangent a la courbe est un vecteur porté
par le vecteur vitesse. Notons que le vecteur unitaire en question
est le vecteur tangentiel &;, donc :

-

{

t

v
. dOM dif S .
V=——=— = v=-—6sin2tl+6cos2tj+ 8k
dt dt
v = +/(—=65sin2t)2 + (6 cos 2t)2 + (+8)% = /36(sin? 2t + cos? 2t) + 64
=10 (m/s)
—6sin2t7+ 6 cos 2t ] + 8k

= —0,6sin2t7+ 0,6 cos2t ] + 0,8k
Exercice 3/ Solution :

t2 . 1
= — r = = =
r 7T4 . {7"—2

1/ exprimons les vecteurs position, vitesse et accélération en coordonnées polaires

NEIE

-, t?

W=T€_r) = 0M=Z€_r>

—_—

R doM | . S t, T
v(t)=7=rer+rﬁeg = v(t)=§er+ﬁ

t2éy

;= (# —r6%)é, + (rf + 210)é i= (2 7thz 2+ té
= - _— : —_— _——— —_—
a T r—r0°)e.+ (r AT a > T %2 e, 2 €p

2/ calculons le module du vecteur vitesse et accélération a t=6s.

v(t) = (%)2 + (% tZ)Z
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T 2
n (1_6 (6)2) = [v(t = 6s) = 7,68 (n/5s)]

v(t = 6s) = \/(g)
0= 3-5e) + Gy

1 n? 2 T 2
a(t = 6s) = <—— —(6)2> + <Z (6)> = l|a(t =6s) =691 (m/s?)

2 64

3/ Les coordonnées cartésiennes du point M sont :

2
X =1cosf X =-cost

Ona: ) 2
y =rsinf _t? . m
y—:Sll’lzt

4/ Déduisons ’expression du vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes.

— (s dx
. dOM |\ *x — g¢
v(t)—T ) _d_y
Yoo dt
dx d (t? = t m mo, . T
Ux—E=E<ZCOSZt)=ECOSzt—1—6t stt
dy d(t* = t m 2w, m
”y=a=a<zsmzt>=zsmz”ﬁt 5%
R t i3 T, MmN\, (t ™ T 5 T\
U(t)=(§COSZt—Et stt)L+(Estt+Et COSZt>]
Exercice 4/
Solution

x =2cos(3t + 2) - (1)
{y =2sin(3t+2) - (2)

1) Donnons 1’équation de la trajectoire, quelle est sa nature ?

(1)% + (2)2 = x% + y? = 4cos?*(3t + 2) + 4sin® (3t + 2)

= x?+y%2 =4[cos?(3t + 2) +sin? (3t + 2)]

=1

=>k? + y% = 4
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C’est I’équation d’un cercle de centre ¢(0,0) etderayon R =2 m

2) Exprimons le vecteur vitesse ¥ et son module.

Ona:0M = 2cos(3t + 2)T+ 2sin (3t + 2)]

doM d Lod )
W TRiRT [2cos(3t + 2)]T+ T [2sin (3t + 2)]j

= —6sin( 3t + 2)T+ 6¢cos (3t + 2)j
W = 6[—sin(3t + 2)T+ cos (3t + 2)]]

U=

Son module v

17|l =v = |6|\/[sin2(3t + 2) 4+ cos?(3t + 2)]

=1

v =6(m/s)

Vecteur accélération a :

, dv d , , d .
a= [—6sin( 3t + 2)]T+—[6c0s (3t + 2)]

dt  dt dt J
a = —18cos(3t + 2)T— 18sin (3t + 2)J

d = —18[cos(3t + 2)7 + sin (3t + 2)]]

Son module a :

=1

ld|| =a = |—18|\][sin2(3t + 2) +cos2(3t + 2)]

a = 18 (m/s?)

3) les coordonnées polaires du point M :

On sait que

r= ATy

tan @ =3—]
X

r=+Jx2+y2=2m r=27m
2sin (3t + 2 = —
cang < 25 ( ) 6 =3t +2
2cos (3t + 2)
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4) le vecteur position, vitesse et accélération en coordonnées polaires :
{r =2 {r’ =0 {f =0

0 =3t +2 6 =3 6=0
OM =re, =

- dm . > A >

v(t) =g “Tertroe =

- dﬁ .. - - A . A\ 2

i=—= (7 —r6%)é, + (rf + 210)éy =
Exercice 5/

Solution :

OM =costi + sintj
1. Déterminons la nature de la trajectoire de M :
{x =cost {xz cos®t
y=sint y? =sin? t
= x2+y? =cos’t+sin? t=1

La trajectoire est un cercle de rayon R =1 m et de centre (0,0)
2. Exprimons le vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes et déterminons son module :
Le vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes

- dOM . t - + t -
VP = —=—S8Inrtl COoS
dt J

Le module de la vitesse est :

-

19l = /(=sint)?2 + (cost)? = /sin?t + cos?t = ||B|| = 1m/s

3. la nature du mouvement et la vitesse angulaire o :
La vitesse est constante donc le mouvement est circulaire uniforme.
La vitesse angulaire o est constante :

=2 =1 rad
w=p=1ra /s

4. Exprimons le vecteur accélération en coordonnées cartésiennes et déterminons son module.
Le vecteur accélération en coordonnées cartésiennes :
, _dv

a — = —costl—sint]
dt J

Le module de 1’accélération est :
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ldll = /(=cost)?2 + (—sint)? = Jcos?t + sin?t = ||d|| = 1m/s?

Que représente cette accélération dans le repére de Frenet et pourquoi ?

L’expression du vecteur accélération dans le repére de Frenet est donnée par :d = aré; + ayé,

a

L’accélération tangentielle est nulle a; = d—: = 0m/s? (car v = cte ou MCU)

Donc, cette accélération représente I’accélération normale ay.
5. Déterminons I’angle a que fait [’accélération avec la vitesse :
Par le produit scalaire :
a.v = ||al|. ||?|| cos (a, v
N—— - - > >
a = |lall. lv]| cos (a, v)
a.v = (—sint).(—cost) + (cost)(—sint) = 0 a
Comme ||a@|| # 0 et ||| # 0,alors:cosa =0 = a = 7'[/2

Par le produit vectoriel :

o 7 ]k
aAAV=|—sint cost O
—cost —sint 0
= (cost X0 — (—sint) x 0)7 — ((—sint) x 0 — (—cost) x 0)]
+ ((=sint) x (= sint) — (- cost) x cost)k
= (sint+cos?t)k=k = |[dAT|| =1
D’autre part :

lld A D]l = |l@ll. 7]l sin(d, ¥) = sin(d, D) = a =T/,

6. Exprimons le vecteur vitesse et le vecteur accélération en coordonnées polaires :
En coordonnées polaires

r=+x24+y2=1m=R

tan9=%=tant=>0=t

Vecteur position : OM = Ré, = &,
Vecteur vitesse :

V=106V =¢6;, /0=1ceth=0
Vecteur accéleration :

Ou par vecteurs :
UV = —sinti+cost]=éy
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@ = —costi—sintj=—(costi+sint)) = —e,

Exercice 6/

Solution :

Le mouvement d’un point matériel M se déplace dans le plan (xOy) est décrit par le vecteur
position :

OM = 3cos2t T+3sin2tj
1/L’équation de la trajectoire de M :

{x = 3 cos 2t { x% = 3%cos?2t
y = 3 sin 2t) y? = 32sin®2t

Donc I’équation de la trajectoire x% + y? = 32est une équation d’un cercle de rayon R =3 m
et de centre O(0, 3).
2/Le vecteur vitesse :

vx=%=—6sin2t R _ R
= U =06 (—sin2ti+ cos 2t))

d
Uy=—y=6COSZt
dt

Son module est : v = 6 m/s donc le mouvement est circulaire uniforme.

3/ Le vecteur d’accélération :
__ dvy

ax—E:—lchSZt S a_ 13 L
v a = —12(cos 2t1+ sin 2t))
a, = d—ty = —12sin 2t

Sonmoduleest : a = 12 m/s? .

4/ la vitesse angulaire w : w=0=-= g =2rad/s
La position angulaire () : w = 6 =
at=20,0,=0 = 6(t) =2t rad

5/ Le vecteur position, vitesse et accélération en coordonnées polaires :

r=.x%2+y?=3 mettan9=§—>9(t):2trad
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( OM =re, = Re; = 3e;
- dOM . — A—> A— — -_—

! v= a e, +rleg = ROeg = Rweyg = beg

L dv dbey . . s _
\a= i R prak ROeg + RO“e, = —Rw*e, = —12e,

d—) N— d—) A—> - d s

Telsque:ﬁ=969, ﬁ=—9er eth=w=2"=§=0
dt dt S

6/ Le vecteur vitesse est perpendiculaire au vecteur accélération ¥_|_ d si le produit scalaire
v.a=0

6 (—sin2t T+ cos2t]).(—12 (cos2tT + sin2t)))

v.d
= —72 (—sin2t cos2t + cos2tsin2t) =0 =>v.a =0

v.a=vacos (v.d) = cos(v.ad) =0=l'angle(v.a) =90=>v | a
Ou bien : en coordonnée polaires . ¥.d = (RO &5).(—RO%€;) =0

Exercice 7/
Solution/
V= 21+2t],At=0s=> M(0,3)

1 Le module de la vitesse :

IV||= [v2+v2=+4+4t2=2 1+t2?

2 Le vecteur accélération d et son module :

o _d Qi+2t) =27 = ldll=2=
= —_— — = = e R
=@ T a J J 4 s?
3 Déterminons le vecteur position OM:
dOM xzjvxdx x=j2dx

y = vady y = thdy

<!
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S M
y=1t“+0(,
At=0s=> M(0,3)
{0=2(0)+C1 :){Clzo {x=2t
3= (0)2+C, C, =3 y=t*+3
OM = xT+ yj = 2tT + (t* + 3)]
4 L1’équation de la trajectoire :

Ona:

1
>y = Zx2+3(m)

N =

{x = 2t =>t=

y=t?>+3

5 Les composantes tangentielle et normale du vecteur accélération et le rayon de courbure de
courbure pour t=1s.

e [’accélération tangentielle pour t=1s :

av d 8t 4t 2t m
aAr = — = — 1/4+4t2 = S Ay = = —
T dt( ) NG+ 42 2142 VIt eE s

N 2 m
= = e —
d S ar \/isz

e L’accélération normale pour t=1s:

47 4+ 4t% —4t?

a’?=a2+a% > a} =a’>—a%:=4-—

1+t2 1+¢t2
2 4 _ 2 m N B 2 m
aN—1+t2=>aN——mS—2 , at= S=>aN—\/—§S—2
e Le rayon de courbure de courbure pour t=1s.
V2 & 4(1 + t? 3
asz = R=a—= ¥= 2(1+t2)\/1+t2:2(1+t2)2
N s
V1 + t?

3 3
R=2(1+t?2,  at=1s >R=2(1+1%)2=5.656m



